
第 1章 回 帰 分 析

回帰分析の概要

まず,回 帰分析の 「回帰」の意味を説明する。統計学の用語として 「回帰」

とい う言葉をはじめて用いたのは,生 物統計学者ゴール トン (Franctt Galton,

1822～1911)てある.ゴ ール トンは,父 親の身長 と息子の身長のデータを多数

集め,「背の高い父親を持つ息子の平均身長は父親ほどには高 くない。 逆 に背

の低い父親を持つ息子の平均身長は父親ほどには低 くない。」すなわち,第 2

世代は平均の方向に 「回帰」する事実を発 見 した。これ以来,「回帰」とい う

話が統計学用語に加えられた訳てある`

一般の経済分析に用いられている 「回帰」

う。今,所 得yと 消費Cの 関係が次の図のよ

る。

(図表 2.1.1)

問題はこのようなデータが与えられた場合,消 費と所得の関係をいかに

して簡潔かつ効率的に表現するかてある。こうした観点からCと yと の関

係を,た とえば直線て代表させようとするのが回帰分析てある.

これが 「回帰」分析と呼ばれるのは,た とえばCの 動きをどの程度直線

の考え方につい てみ てみよ

うなかたちになっていたとす

て置 きかえることがてきるか,

に回帰すること)カモてきるか,

また,C=α 十あyの ような式,

と結果となる変数 (被説明変数)

「回帰方程式」とい う.
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(図表

C=ち 十by

y

換言すれば どの程度直線に戻すこと (直線

か らきている。

(図表 2.1.3)

すなわち,原 因となる変数 (説明変数)

との間の定量的な関係を示 す 方 F_式を

被説明変数と説明変数の関係が1次式て麦わされる場合を 「線型回帰」,

1次式てない場合を 「非線型回帰」と呼ぶ(注).

(注)非 線型回帰方程式とは,被 説明変数と説明変数の関係が線型関係てないという

ことてある。しかし,非 線型回帰方程式の中には対数変換年により線型回帰方程式

に変換することが可能なものもある。たとえば

y=arβ

は井線型回帰方程式であるが,両 辺に対数をとると,

log 7=10g αttβ 10g r

となり, y=1。g7,A=log a,X=log″ として上式を書き直せば線型回帰方標式

となる.ま た,

(線型回帰 ・非線型回帰,単 回帰 ・重回帰)
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y=βO十βl″十β2″2+β3ガ

は,に関して非線型てあるが,χ】=″,X2==2,名 =″3とすれば,線 型回帰方程式

となる。

また, 2つ 以上の説明変数に対する回帰を考える場合 (たとえば Y―α十あXl

+c兎 )を 「重回帰」と呼び,こ れに対し, 1つ の説明変数の場合 を特 に 「単

回帰」 と呼ぶことがある。以下ては,線 型回帰の場合について考えることとす

る。

2 最 小 2乗 法 (Ordinary least squares,略 称 OLS)

(イ)概 要

(注)″ とyについてデータが与えられたとき, υ軸方向への回帰と=11方向への回

帰の両方を考えることがてきる。

たとえば7軸 を消費,r軸 を所得とすると, υ軸方向への回帰とは,消 費額を所

得額によって説明することであり,逆 に″輸方向への回帰とは,消 費額から所得額

を説明することてある.両 者は分析しようとしている対象は同じても,そ の理論仮

説が違っており,因 果関係の観点からはまったく逆の立場に立っている.従 って回

帰を考える場合には,変 数間の囚果関係を十分考慮する必要がある.

最小 2乗 法は,回 帰方程式のパラメータ (前例 C=α十むYて はαとうに

相当)を 求める最も一般的な手法てある。その考え方を概念的にいえば,

下図において,各 点から回帰直線まての長さ(″̀)の2乗 和を最小にするよ

うにパラメータを設定することにほかならない(注)

(図表 2,1.4)

J軸 方向への回帰
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(図表 2.1.5)

(注)推 定量 (estimatOr)と推定値 (estimate)

厳密には,推 定量とは,推 定の方式 (公式)を いい,推 定値とは,推 定員に実際

のデータを与えて得られる値をいう.

(日)最 小 2乗 法の前提と最小 2乗 推定量の性質

υt=α+あrtて表わされるモデルに最小 2乗法を適用するFS‐合,一 般的に

は誤差が含まれる。誤差は確率的に発生するものとして,こ れを″̀て表わ

せば上記モデルは,

υ:=α+あ″・+″=・…………・・……………・・……・・…………………………・・・・……(2.ユ.1)

と表現てきる。誤差項 ″,の権率分布に関する前提は,最 小 2乗 推定 量 の

統計的性質に大きな影響を与えるのて重要てある.最 小 2乗 法ては,誤 差

項 ″̀の確率分布について,次 のような前提をおく,

仮定 1,誤 差項の期待値は常にゼロ

E(″4)=0

仮定 2.誤 差項の分散は観測時点 サ

Var(″:)=σ2

"軸 方向への回帰

すなわち,同 手法は現実の値(C)と回帰直線上の値 (Cの推計値C)と

の差(C一む)の2乗の合計を最小にする方法てある。これが 「最小2乗法J

と呼ばれる所以てある。また,最 小2乗法(OLS)によるパラメータの推定

値を 「最小2乗推定値」く注)むast Squares tttimate,略称 LSE)という.

とは無関係な定数てある。



82第 I部 応  用  編

仮定 3.異 なる時点の誤差項は互いに無相関 (系列相関な し).

E(″″・_.)=0  5キ 0

仮定 4.説 明変数 と誤差項は互いに無相関.

E(″,(″と一E(″!)))=0

仮定 5.%は 正規分布に従 う,

この仮定は ときによ りはず されることもある.

仮定 1か ら仮定 4ま てが満たされている場合 を 「標準的な回帰モデル」,

さらに仮定 5も 満たされている場合を 「標準的な正規回帰モデル」とい う。

以上の仮定のうち,特 に 1か ら4が重要てある。仮定 1か ら仮定 4が 滴たさ

れた場合,線 型回帰の最小 2乗 推定量はガウス ・マルコフの定理(注)ょり「最小

分散線型不偏推定量 (best thear unhased csdmator,略称 BLUE)」 と呼ばれる

(42ベージ)、なお,一 般的には以上の仮定 1か ら仮定 5の うちい くつかは成立

しない場合が多いが,こ うしたケースについては後段の 「最小 2乗 法の修正」

(98ベージ)で 扱 うこととする.

(注)ガ ウス・マルヨフの定理とは次のことをいう。

誤差項が1反定1から仮定4の条件を満たす場合,最小2乗推定量は線型不偏推定

量の中て最小分散を持つ.

ここて注意すべきことは,ガ ウス・マルヨフの定理はあくまで線型不偏推定量の

中て最小2乗推定量の分散が最も小さいことを意味している点てある。従って,広

範囲の(a,b)に 対して最小2乗推定量より分散は小さいが偏りのある推定量や,

最小2乗推定員より分散が小さい非線型推定量が存在する可能性がある (しかし仮

定5.を加えれば最小分散になる).

3 回 帰分析の基本的概念

(イ)決 定 係 数

回帰方程式において被説明変数の全変動のうち,説 明変数の変動によっ

て説明される部分の割合を 「決定係数」と呼ぶ.従 って,決 定係数は方程

式の説明力の大小を示す指標といえよう.
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決定係数は次の式か ら導かれる。

7の全分散 (s,)(=υの全変動)

=υ の全分散のうち回帰式によって説明された分散 (s')

+7の 全分散のうち回帰式によって説明されない分散 (s2)

決定係数を R2=S'と 定義すれば上式より,

R2=S'~Sを  =1_ギ
チ

………………………………………… o■ 姥)

一般に 5サ≧slてあるから0≦R2≦1と なる.

次に自由度 (84ページ)て 調整した決定係数 (自由度修正済決定係数)

についてみてみよう。通常用いられる決定係数は次のように定 義 され る

「自由度修正済決定係数」(R2)てぁる。

一年=セQ一Ю
ただし, ″ :データ数, た :説明変数の数 (含む定数項)

従って,長
2≦R2(R2=1の場合のみ 痕2=沢2=1).

決定係数 (R2)ぉょび自由度修正済決定係数 (長
2)は1に近いほど回帰方

程式の説明力が高いことを示す。しか し,決 定係数および自由度修正済決

定係数の大きさだけから回帰方程式の優劣を評価することはてきない。

たとえば,被説明変数7を 説明変数 を1,″2,″3て回帰 した場合の長2が 0.988,

″4,ES,rfて回帰した場合の R2が 0。978てあった場合,ど ちらがより優れた定

式化てあるかを疫2だ
けによって判断することはてきない。

(決定係数と相関係数の関係)

単回帰式 υt=α+う″4において用いられる決定係数 (R2)と相関係数(ら 10ペ

ージ)の 間には次のような関係がある。

R2=″2

すなわち,相 関係数 (r)の2乗 は決定係数に等しい。

(日)自 由度修正済決定係数



″個のデータが互いに独立 (すなわち,自 由な値をとり得る)て あると

する。今, ″個のデータの平均が ″て与えられた場合,最 初の (″-1)個

は自由な値をとりうるが,最 後の 1個 は,全 体の平均値が,て なければな

らないとい う特J約のために, 自動的に決まることとなる.す なわち,こ の

場合には, ″個のうち,(″-1)個 のデータしか自由な値をとれない訳て,

このような自由な値をとり得るデータの数に相当するものを 「自由度」と

い う。
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(ハ)  自    由

(一般的概念)

・・・,″)に ついて標本平

………・…・……・ ・Ⅲ…・……"・…・・・・"・・・……(2.1.4)

母集団の平均をμ,分 散を。2とする。この時,す の期待値 E(2)は μと等 し

ぃヵ与 s2の期待値 Eぐ )は σ2と等しくない。すなわち,標 本平均は母平均の不

偏推定量てある力t標 本分散は母分散の不偏推定量とはならない。母分散の不

偏推定量を求めるためには,s2の 分母″を自由度(″-1)て置き換えて,以 下の

値を算出することが必要てある (これを不偏分散という).

Σ(″:一″)2
r三

十

ここて (″-1)て 除 しているのは,Σ (″t―テ)=0と いう待」約によって,″個

のうち(″-1)個 まては自由な値をとることがてきる力号 残 りの 1個は自動的に

決められる (″テーΣ″̀ =″"て 求められる)こ とにな り,こ の″個目の値につ

いては自由な値がとれないためてある。そこて,S2の 自由度は(″-1)となる。
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ける自由度の意味)

か ら回帰モデル υ=々十あ″ を最小 2乗 法によ り計測する場合を
2乗 和 を最小にするとい う条件か ら次式が導かれる。

(α十あ″を)l=0

ハ ^       …
………・……"…・….……・・…・・・…・・…・・・・(2 . 1 . 6 )

一(α十あra)〕=0

- (α十あれ)と すれば

1浄
滋1=0

すなわち,残 差項 ″̀は (2,1,7)式の 2つ の関係を満たさねばならない

って″個の残差のうち (″-2)個 まてしか自由な値をとることがてきない

まり,残 差項の自由度は (″-2)と なる。

(注)①  重 回帰 7=2+う 1″1+う2=2+メ土あi rrt_1+″の場合

編

度

… … ………( 2 . 1 . 7 )
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一般には, データの数 (″)か ら推定されなければならないパラメータ

の数 (た)を 引いた値 (″―た)(注)ヵt自由度となる。
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以上の点を視覚的にとらえるため,

みよう,

単回帰の場合についてグラフ上て考えて

(図表 2.1.6) (図表 2.1.7)

図表(2.1,6)の場合, 回帰線をひ くためには, v切 片と傾きを与えなければ

ならない。すなわち,こ の 2つ が制約となって自由度は(″-2)と なる。これに

対し,定 数項のない図表 (2.1,7)の場合,回 帰線は,観 測値 とは無関係に原点

を通るため,傾 きだけを与えればよいこととな り, 自由度は,(″-1)て ある。

それては自由度は回帰分析の結果にいかなる影響を与えるのてあろうか 。

データ数 (″)に比べ推定すべきパラメータの数 (た,(″≧た))力t多い時,

すなわち, 自由度 (″―た)が 低い時,決 定係数 マ (82ページ)は 高 くな

る。たとえば,デ ータ数が 2個 の単回帰ては,図 表 (2.1.8)のように残差

がゼロとなり,Fは 最大値の 1を とる。

この時,直 線のあてはまりはよくなる力i推 定値の信頼度は低 くなって

しまう。一方, 自由度修正済決定係数 (83ページ)を み る と, 自由 度が

小さい時,マ と痕2の
差は大 きくなり, 自由度が大きい時,沢

2キ長2とな

る。つまり,み かけの
“
あてはまり

'を “
信頼度

"て
調整 した値を得るこ
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とがてきる (消費を所得て説明することを例に とる と,″=3(昭 和50′I

～50/皿)の 時,マ =0.952,涙2=0.903(沢2_痕2=0.049)て
あるのに対し,

万=22(昭 和50′I～55/1)の 時,択
2=0。948,長2=0。946(R2_長2=0ム002)

となる),従 って,回帰においては,自 由度修正済決定係数を用いて判断す

る方が良い (ただし,自 由度がゼロの時, 自由度修正済決定係数は定義さ

れない).

また, 自由度はパラメータの検定 (サ検定 (87ページ),F検 定 (90ページ)

等)に おいても重要てある。

(二 )サ

サ値 を用いたパラメー タの有意性の検定 (″検定)の 原理は次の とお り.

7.=2+あ をと十れ,…・・……………………・・………・・・・……・・・・…………………………・。(2.1.8)

においてう=0す なわち,「″はυに全 く影響を与えない」という帰無阪説 (42

ページ)を たてると,

あ=キ………………………………O・0

(ただしらはぁの最小2乗推定値,3jはあの分散の推定値)

て定義されるあの サ値 を3は, 自由度(″-2)(″ はデータ数, 2は パ ラ メータ

の個数)の ど分布 (36ベージ)に 従 うことが知られている。従って, ど分布表

により帰無仮説あ=0を 検定することができる.

たとえば消費υιを所得れ て回帰する場合(7,=α十後,十″r)を考えてみよう,

昭和52年IV期から昭和58年 I期 まての22個のデータを用いて次のような式が計

測されたとする。

9`=-37147.2■1.1146″,

″値は,最 小 2乗法によって計測されたパラメータが有 恵 てあ るか ど

うかを判定するために用いられる統計量 てあ る。ここてい う 「有意」と

は,パ ラメータが統計的にみてゼロてないと判断されるとい う意 味てあ

る.

(図表 2.1.8)
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(図表 21.9)

く注)こ こて注意すべきことは,前 述の と校定て棄却された仮説は, あ`=0て ある点

てある.す なわち,こ こての検定結果は あ=0て はないことを示すにすぎず, あ=

1.1146の信頼性を示すものてはない。従って 「″値の大きさ (絶対値)=パ ラメー

タの信頼性」と誤解してはならない。 レ値の大きさは当該パラメータがゼロとは異

なる度合いを示すにすぎない.

″検定において問題 となるのは,有 志水準 (帰無仮説が正 しい ときそれを聞

逮 って乗却する確率)を どのよ うに設定するかてある。通常は 5%あ るいは 1

%が 用いられるが,絶 対的基準はな く,分 析者の判断に委ねられている。

一般的には ,値が 2以上

メータは有志てあるとする

ては V7≒ 1.4以上)あ ればパラ

, ″分布表はデータ数(″)によっ

(学者によっ

ことが多いが

て大 きく値が変わ り, デー

くない と有志水準 を満たさ

第 I章  回  帰  分

夕が少ない時には, サfFiの絶対値がかな

ないこ とに注意すべ きてあ る.

ケF  89

り大 き

(図表 2 , 1 1 0 )

(ホ)方 程式の標準誤差

次式て与えられる sを 回帰方程式の標準誤差 とい う

S=V蘇 あ … … … … Ⅲ… … …・… … … … … … Ⅲ(2.1.10)

Pは 右む水準

自 由  度
布意水準5% 有意水準 1%

を の 値 ' の  値

1

2

5

10

15

20

30

40

120

12,706

4303

2571

2228

2191

2086

2042

2021

1980

1,960

63657

9925

4032

3169

2947

2845

2.750

2.704

2.617

2576

(出典)B'θ 秘夕rガたαTをあ佐s/θァSra′FsrルFαパ,Vol,1 第 3版 (1966),

″:デ ータ数, た :独立変数の数 (含む定数項),ダι:実績値,


